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Contexte Eléments-Finis

» La méthode des éléments-finis est une méthode numérique

permettant la résolution approchée d'équations aux dérivées-partielles.

> Elle consiste a transformer un probléme continu initial en un probleme

algébrique associé pouvant étre résolu par des techniques
automatisables/programmables.

» On se raméne ainsi a la résolution de :
K-u=f

avec
» K € R™" matrice de rigidité symétrique et définie positive,
» u € R" vecteur des inconnues nodales,
» f € R"” vecteur des efforts nodaux.
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Méthodes de résolution

Pour résoudre un systéme linéaire, il existe deux grandes familles de
méthodes :

» les méthodes directes (nombre fini d'opérations) :

» pivot de Gauss,

» décomposition LU : A= LU (L lower triangular, U upper triangular),
» décomposition QR : A = QR (Q orthogonale, R upper tri.),

» décomposition de Cholesky : A= LDLT (A p.d., L lower tri., D diag.),
>

» les méthodes itératives (nombre d’opérations lié a la convergence) :

» Gauss-Seidel,

» SOR (Successive Over Relaxation),

» gradient conjugué (A p.d.),

GMRES (Generalized Minimal Residual Method)

> ..

v
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Probléeme de minimisation

Comme la matrice de rigidité du systeme linéaire E.F. est symétrique
définie positive, nous allons exploiter cette particularité pour définir une
méthode de résolution adaptée. Etant donné le systeme linéaire :

A-x=b ()

avec

» A € R"™"™ matrice symétrique et définie positive,
» x € R" vecteur des inconnues,

» f € R" vecteur second membre.
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Probléeme de minimisation

Si I'on définit la fonction :

gb(x):%xT-A-x—xT-b (3)

Alors, comme A est s.p.d., la solution x* de A-x = b est aussi solution du
probleme de minimisation :

x* = argmin ¢(x) (4)
xERN
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Méthode de la plus forte pente

En un point x; donné, la fonction ¢(x) décroit le plus vite dans la
direction :

r(xi) = =Vo(xi)
r(x))y=b—A-x;

(5)

Connaissant la direction de plus forte décroissance, il s'agit maintenant de
trouver la position selon cette direction ou ¢(x) est minimale. Si I'on note :

Xit1 = xi + ;- r(x;)

Alors «; vérifie (propriété du minimum local) :

G.H.
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@ (xi+1) =0
885,- (X,' + ;- r(x,-)) =0
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Méthode de la plus forte pente

Algorithme de la plus forte pente (Steepest Descent)

Xxp=initial guess

nn = b—A- X0
k=20
while ||ri||2 > ¢ do
k=k+1
T
Me—1""k—1
(8 = =
k f;z—_l'A‘rk—l
Xk = Xk—1 T+ Qg - Ik—1
r = b—A- Xk
end while
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Méthode a directions générales

Pour éviter les problemes de convergence parfois rencontrés par la
méthode de plus forte pente, on peut chercher a minimiser ¢(x) selon des
directions P = {p1, p2, ...} qui ne coincident pas nécessairement avec les

résidus R = {r, n,...}.

Dans ce cas, ¢(xj—1 + « - p;) est minimisé avec :

-
e—1° Pk

A== ———
pl-A-pi
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Méthode a directions générales

Algorithme de minimisation a directions générales

Xxp=initial guess

nn = b—A- X0
k=0
while ||ri||2 > ¢ do
k=k+1
choisir py tel que rkT_1 -pk =0
o = T
Py APk
Xk = Xk—1 + Qk - Pk
ry = b—A- Xk
end while
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Directions A-conjuguées

Si (x,y) € R" x R" non-nuls, on dit qu'ils sont A-conjugués si :
xT A-y=0 9)
Comme A est s.p.d, la A-conjugaison permet de définir un produit scalaire :

(X,y>A:XT-A-y:yT-A-x
(x,x)4 >0

(10)

Si (x,y) € R" x R" non-nuls vérifient x” - A~y = 0, alors ils sont
orthogonaux au sens du produit scalaire ((1,0) 4.
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Directions A-conjuguées

On suppose connaitre une famille P de n vecteurs de R" A-conjugués 2 a
2 (P ={p1,...,pn}).- On a donc par définition :

<Pi,Pj>A:O N
:PiT'A'Pi 7I:./

(11)

P est une famille de R” libre (par la A-conjugaison) et génératrice (n
termes). P est donc une base de R”.

Si x* est la solution de A- x = b, il existe alors n coefficients «; tels que :

n

E3

X = E @ - Pi
i=1

x* = . <X*7pi>A X

— (pi; Pi)a

(12)

Pi
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Directions A-conjuguées

On a alors

n
X*=>aj-pi
i=1
n
A‘X*:Zai'A'Pi
i=1
n
b:ZOz,"A'p;
i=1

n
pjT-b:Za,-~pjT-A~p,-
i=1

pJTb

o= ———
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Directions A-conjuguées

Algorithme de minimisation a directions A-conjuguées

Xxp=initial guess

n = b—A- X0
k=0
while ||ri||2 > ¢ do
k=k+1
choisir py tel que rkT_1 px 70 et px €span{A-p1,...,A-pr_1}+
bT.
A — P/Z——Ap;k
X = Xk—1 t Qk * Pk
r = b—A- Xk
end while
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Gradient conjugué 1

Algorithme de minimisation du gradient conjugué 1 (convergence assurée

en au plus n itérations)

xp=initial guess, n=b—A-x9, k=0
while ||ri||2 > ¢ do
k=k+1
if k=1 then
pP1=1"r
else

_1r -Api

Pk = rk—1 — Z/I'(:ll ﬁ " Pi
end if
b"-py
pl-A-px

Xk = Xk—1 + Q- Pk

ry = b—A- Xk
end while

i —
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Gradient conjugué 2

Algorithme de minimisation du gradient conjugué 2 : on ne projette la
direction de plus forte pente rx_1 que sur la derniére direction py_71 au lieu
de {pk—1, pk—2,-.., p1} pour définir la nouvelle direction pj (convergence

l[égerement plus lente et non nécessairement uniforme mais moins de
mémoire requise)

k=1 T T
N1 A pi Me—1 A Pk-1
Pk = rk—l_z —F——— P D Pk =1~ Pk—1 (14)
— Pi “A-pi Pi_1 A" Pk-1
B = NI B (rk—1, Pk=1) p
P =ri—1— Y A i p = ey — A pyy (15)
— (pi,Pi)a (Pk=1,Pk—1) A
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Gradient conjugué 2
Algorithme de minimisation des gradient conjugué 2

xp=initial guess, n=b—A-x9, k=0
while ||ri||2 > ¢ do

k=k+1
if k=1 then
pP1=1r
else
Pk = ey — rl 1 -Apr—y p
k k=17 o7 Apc, Pk-1
end if .
Mk—1"Pk
Oé pry
k= bl Ap
Xk = Xk—1 + Q- Pk
r = b — A * Xk
end while
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Exemple 1

A matrice pleine s.p.d., A € R100x100 ;0 4) — ~ 1249, £ ~ 10710

fIE Nb Itérations
5 SD 11688
: CGL 46
g CG2 57

-12

i i i i i

10° 10" 10° 10° 10* 10°

nb d iterations

10
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